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Resumen 
El objetivo de esta obra es analizar los obstáculos que encuentra un estudiante para pasar del pensamiento aditivo al pensamiento 
multiplicativo. A tal fin, se estudiarán las respuestas y razonamientos usado por los estudiantes de educación Primaria y de 
Secundaria para resolver cuestiones en las que se ven involucrados estos dos tipos de pensamientos, así como las diferentes 
variables que pueden influir en las respuestas. Además, se analizarán diferentes libros de texto mediante las técnicas de la Teoría 
Antropológica de lo Didáctico, que nos proporciona un marco teórico para observar los métodos que se utilizan para explicar los 
problemas proporcionales. 
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Abstract 
The objective of this work is to analyze the obstacles that a student finds to move from an additive type of thinking to a 
multiplicative thinking. Therefore, we will study the answers and reasoning used by Primary and Secondary education students to 
solve issues involving these two types of thoughts and different variables that can influence those answers. In addition, we will 
analyze different textbooks using the techniques of the Anthropological Theory of Didactics that provides us with a theoretical 
framework to observe the ways of explaining proportional problems can present. 
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I. INTRODUCCION 
El objeto de esta obra consiste en analizar las dificultades que encuentran los alumnos cuando se enfrentan a un 
problema en el que hay que aplicar un método multiplicativo y los problemas que tienen éstos al pasar de un pensamiento 
aditivo a uno multiplicativo.  
Para ello se analizará el artículo “Características del desarrollo del razonamiento proporcional en la educación primaria 
y secundaria” cuyos autores son Ceneida Fernández Verdú y Salvador Llinares Ciscar (Fernández y Llinares, 2012). En este 
artículo se clasifica a los alumnos en diferentes tipos, lo cual nos ayudará a extraer conclusiones sobre algunas de las 
dificultades que tienen los estudiantes. Para apoyar este artículo, se ha realizado una prueba en el colegio público José 
Alcolea Lacal y el instituto de secundaria Vicente Medina de Archena. Dicha prueba consiste en un cuestionario de 12 
preguntas en las que cuatro de ellas son aditivas y cuatro de ellas son multiplicativas. Dentro de esas ocho preguntas, se 
han utilizado variables discretas y continuas y se ha modificado la relación entre las variables, siendo en algunos 
problemas la razón entre ellas un número entero o no entero.  
A continuación de esto, vamos a estudiar los tipos de problemas multiplicativos que nos podemos encontrar, así como 
sus diferentes métodos de resolución.  
Seguidamente, debido a la importancia que tienen los libros de texto que utilizan los alumnos para la enseñanza, se 
lleva a cabo un análisis de seis libros de tres editoriales diferentes para poder compararlos de forma más precisa lo que 
caracteriza a cada uno de ellos. Para este análisis hemos utilizado la Teoría Antropológica de lo Didáctico (TAD). 
Por último expondremos unas conclusiones globales. 
  
346 de 594 
 
PublicacionesDidacticas.com  |  Nº 94 Mayo 2018 
 
II. TRANSICIÓN DEL PENSAMIENTO ADITIVO AL PENSAMIENTO MULTIPLICATIVO 
1. Investigación sobre el pensamiento proporcional. 
En esta sección de la obra se va a exponer una investigación realizada por Ceneida Fernández Verdú y Salvador Llinares 
Ciscar (Fernández y Llinares), sobre la transición, llevada a cabo por estudiantes de secundaria, del pensamiento aditivo al 
pensamiento multiplicativo. Aunque en algunos casos pueda verse la multiplicación del tipo 𝑎 × 𝑏 = 𝑐 como una suma, 
esto no siempre se muestra así, llevando a los alumnos a una confusión. Es por ello que Fernández y Llinares decidieron 
realizar una investigación sobre cómo afrontan los estudiantes dicha transición, probando que éstos requieren de unas 
cualidades para obtener el pensamiento multiplicativo.  
En esta transición el problema encontrado por los alumnos es en el momento de diferenciar las situaciones que se 
resuelven con un razonamiento proporcional en vez de utilizar una estructura aditiva y viceversa. 
Fernández y Llinares citan a Modestou y Gagatsis, los cuáles consideran que aparte de conocer que entre dos 
cantidades existe una relación multiplicativa, tienen que tener la destreza de saber cuándo hay que utilizar la estructura 
multiplicativa o no para disponer del pensamiento multiplicativo. 
Además, los autores citados por Fernández y Llinares, Van Dooren, De Bock y Verschaffel, han demostrado que con el 
paso de los cursos disminuye el uso de métodos aditivos a la vez que se aumenta el uso de métodos multiplicativos.   
Con el fin de obtener nueva información sobre este comportamiento, los autores Fernández y Llinares, en el año 2012, 
realizaron una investigación que nos va a permitir conocer algunas características de esta transición. 
1.1 Prueba 
1.1.1  Participantes 
La prueba fue realizada a estudiantes de cuarto, quinto y sexto curso Educación Primaria y Educación Secundaria 
Obligatoria de tres centros públicos diferentes. Los estudiantes, según su curso se muestran en la siguiente tabla: 
 
 
 
1.1.2  Problemas 
Los cuestionarios que realizaron Fernández y Llinares estaban formados por 12 problemas, organizados del siguiente 
modo: 
 Problemas proporcionales: 4 problemas de los 12 del cuestionario eran situaciones donde había que aplicar la 
estructura multiplicativa. Estos cuatro problemas a su vez se dividían en situaciones donde las cantidades 
involucradas eran cantidades continuas (por ejemplo, los metros realizados por una persona montando a caballo) 
o discretas (por ejemplo, el número de palabras escritas de un texto). A su vez, estos problemas se volvían a 
dividir en situaciones donde los números tenían una razón entera o no entera. Los autores justifican la existencia 
de estos cuatro tipos de problemas en el cuestionario porque las investigaciones han probado que estas dos 
variables tienen repercusión en los alumnos a la hora de aplicar un razonamiento u otro. 
 Problemas aditivos: en 4 problemas del cuestionario nos encontramos situaciones en las que hay que aplicar un 
pensamiento aditivo. Estos cuatro problemas son divididos del mismo modo que los problemas proporcionales. 
 Problemas distractores: los autores incluyeron este tipo de problemas para variar las tareas propuestas y evitar 
que crearan un hábito a la hora de resolver los ejercicios. Fueron formulados de una manera parecida a los otros 
problemas pero con una estructura diferente. 
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Los autores tuvieron en cuenta varios factores a la hora de redactar los problemas como que el tamaño de los números 
no superara las tres cifras, la posición de la cantidad desconocida, siendo ésta la segunda magnitud en aparecer, que los 
enunciados siempre fueran acciones y que los resultados fueran números enteros. 
Además, redactaron 8 problemas donde las cantidades que involucradas sean discretas y 8 en las que las cantidades 
sean continuas, creando una versión aditiva y otra multiplicativa de cada uno de los 16 problemas. 
Un ejemplo de problema proporcional sacado del artículo redactado por Fernández y Llinares es el siguiente:  
“Raquel y Juan están plantando flores. Empezaron al mismo tiempo pero Juan es más rápido. Cuando Raquel ha 
plantado 4 flores, Juan ha plantado 12 flores. Si Raquel ha plantado 20 flores, ¿cuántas flores ha plantado Juan?” 
Un ejemplo de problema aditivo es: 
“Raquel y Juan están plantando flores. Plantan a la misma velocidad pero Juan empezó antes. Cuando Raquel ha 
plantado 4 flores, Juan ha plantado 12 flores. Si Raquel ha plantado 20 flores, ¿cuántas flores ha plantado Juan?” 
Las frases “empezaron al mismo tiempo pero Juan es más rápido” o “Plantan a la misma velocidad pero Juan empezó 
antes” son las que describen que sea una situación multiplicativa o aditiva. 
Los estudiantes debían resolver los 12 problemas, presentados en 7 folios, en un periodo de clase de 55 minutos. 
1.1.3 Análisis 
A la hora de corregir las pruebas tuvieron en cuenta el tipo de relación que decretaban entre dos cantidades, es decir, 
relación aditiva o multiplicativa. Por tanto, las respuestas de los estudiantes las clasificaron en tres grupos: 
 Respuestas proporcionales: si el estudiante utilizaba un método multiplicativo para resolver el problema. 
 Respuestas aditivas: cuando el estudiante utilizaba una estructura aditiva para resolver el problema. 
 Otras respuestas: éstas eran respuestas en las que no estaba claro lo que hacía el alumno. Si erraban en el cálculo 
pero utilizaban una estructura aditiva o multiplicativa, las respuestas no eran catalogadas de este tipo.  
1.2 Resultados 
1.2.1 Determinación de los perfiles 
Una vez que tenían las respuestas clasificadas, llevaron a cabo un análisis estadístico, del cual los autores concluyeron 
que apenas interviene si las variables son continuas o discretas. No obstante, el estudio sí reflejó la influencia que tiene la 
relación entre las cantidades, es decir, si la razón entre las cantidades que intervienen en el problema es un número 
entero o no. Así, Fernández y Llinares señalan que los problemas en los que había que aplicar el razonamiento aditivo, si 
las cantidades no eran múltiplos entre sí, inducían a los alumnos a dar una respuesta correcta, mientras que si la razón 
entre ambas cantidades era un número entero, inducían a los alumnos a dar una respuesta incorrecta. Por otro lado, los 
problemas en los que había que aplicar la estructura multiplicativa, si la razón era un número entero inducían a dar 
respuestas correctas y si la razón no era un número entero, los estudiantes proporcionaban respuestas incorrectas. 
Después de este análisis, Fernández y Llinares encasillan a los alumnos en 5 perfiles, conforme hayan sido las 
respuestas obtenidas en las pruebas (proporcionales, aditivas y otras): 
 Perfil proporcional: los alumnos clasificados en este perfil han respondido como mínimo 6 veces utilizando el 
razonamiento multiplicativo. 
 Perfil aditivo: los alumnos de este perfil han dado un mínimo de 6 respuestas aditivas. 
 Perfil correcto: los alumnos han resuelto de forma correcta seis de los ejercicios, es decir, han utilizado un 
razonamiento aditivo o multiplicativo según fuera necesario. 
 Perfil que depende del tipo de razón: en este perfil los alumnos daban respuestas multiplicativas cuando la razón 
entre las cantidades era un número entero y una respuesta aditiva cuando no eran enteras, como mínimo en seis 
de ellas. 
 Perfil Otros: en este caso, los estudiantes tenían un mínimo de 6 respuestas clasificadas como otros. 
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En el anexo I podemos ver exámenes de alumnos que fueron catalogados en el perfil aditivo, proporcional, en el perfil 
correcto y en el perfil que depende del tipo de razón. 
Sin embargo, no todos los alumnos pudieron ser clasificados, esto es así porque en algunos casos podían dar cinco 
respuestas aditivas y tres proporcionales o cinco respuestas clasificadas como otros y tres de otro tipo o casos similares. 
El tanto por ciento de alumnos que no fueron clasificados es del 31%. 
1.2.2 Variación de los perfiles por cursos 
En la gráfica podemos ver la variación de los perfiles de los estudiantes a lo largo de primaria y secundaria. 
 
 
 
Los datos indicaron que en 4.º de Primaria un 40% de los alumnos fueron catalogados en el perfil aditivo, mientras que 
el 55% de los estudiantes de 4.º de ESO los catalogaron en el perfil proporcional. Así, el perfil multiplicativo aumentó con 
el paso de los cursos de un 0% a un 55%, mientras que el perfil aditivo decrece durante los cursos con un paso de 
porcentaje de un 40% al 13.2%. Las dos tendencia se cruzan en el paso de 2.º de ESO a 3.º de ESO. 
Respecto a los estudiantes clasificados en el perfil correcto, no encontraron ninguno hasta el curso de 2.º de ESO. Este 
perfil fue aumentando de manera lenta hasta 4.º de ESO, donde un 5,4% de los alumnos fueron clasificados en dicho 
perfil. 
El tanto por ciento de estudiantes clasificados en el perfil que dependen del tipo de razón es bajo, tomando en 5.º de 
Primaria el valor más alto (10,3%) y decreciendo a partir de ese curso. 
Por último, los estudiantes clasificados en el perfil otros decrece a lo largo de los cursos, pasando de un 26,2% a un 
0,8% en 4.º de ESO. 
1.3 Conclusiones 
La investigación que presentaron les aporta información sobre como varían las respuestas utilizando un método u otro 
de los estudiantes. Estas respuestas les permitieron clasificar a los alumnos en 5 perfiles aportándoles información sobre 
la construcción del significado de la idea de razón. 
La primera idea que extrajeron fue el cambio de mayoría del perfil aditivo al perfil proporcional, produciéndose éste en 
el paso de 2.º de ESO a 3.º de ESO. Esto indica que hay una variación del uso de un método u otro durante los cursos de 
Primaria y 1.º de ESO con respecto a los curso de 2.º, 3.º y 4.º de ESO. Este fenómeno, identificado con alumnos de 
Primaria, señala que es una particularidad del pensamiento proporcional y que depende del currículum para darse antes o 
después. 
Por otra parte, extrajeron la conclusión de que el aumento del uso de métodos proporcionales no significa que el 
estudiante haya adquirido el pensamiento proporcional. Este resultado apoyado por Modestou y Gagastsis (2010) nos dice 
que para adquirir este pensamiento se debe tener la competencia de distinguir situaciones no proporcionales. 
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También se fijaron en la idea de la razón y el significado que tiene para los estudiantes. Fijándose en las respuestas de 
los estudiantes determinaron que éstos no tienen una buena construcción de la razón, ya que entienden la razón como un 
número entero. Ésto también se vio apoyado en la aparición del perfil que depende del tipo de razón. Este hecho les 
indicó que el desarrollo del currículum no ayuda a la construcción de la razón, pues ésta debe ser enseñada como una 
relación entre las cantidades que tiene que ser iterada según la covariación de dos sucesiones numéricas.  
Concluyen el artículo mostrando las implicaciones que debería tener esta investigación en la enseñanza. Para ello 
exponen que se debería de centrar la atención sobre la dificultad que tienen los estudiantes para discriminar un tipo de 
situación con respecto de otra. También proponen introducir diferentes tipos de razón, tanto entera como no entera, a la 
hora de introducir dicho concepto. 
2. Investigación realizada en Archena. 
En este apartado vamos a exponer el análisis que se ha realizado en Archena para corroborar los datos mostrados por 
Fernández y Llinares. Para ello, se han seguido los mismos patrones que siguieron estos dos autores utilizando el mismo 
tipo de prueba, con el mismo número y tipo de problemas y el mismo tiempo para resolverlos. Además, para su 
clasificación se han utilizado el mismo método para catalogar las respuestas y a los estudiantes en los cinco tipos que 
consideraron en el artículo Fernández y Llinares. 
La prueba ha sido realizada a estudiantes de cuarto, quinto y sexto curso Educación Primaria del Colegio Público José 
Alcolea Lacal y a estudiantes de Educación Secundaria Obligatoria del instituto Vicente Medina situados en Archena. Los 
estudiantes, según su curso han sido: 
 
 
 
El cuestionario que fue entregado a los niños estaba compuesto por 12 problemas, de los cuales hay 4 problemas en los 
que hay que aplicar la estructura multiplicativa, 4 en los que hay que aplicar la estructura aditiva y 4 problemas 
distractores. Para diseñar los problemas, se han considerado cuatro situaciones que implicaran cantidades discretas y 
otras cuatro situaciones que implicaran cantidades continuas. A partir de éstas, se han creado los 8 problemas, 
modificando los enunciados del mismo modo que Fernández y Llinares para tener problemas multiplicativos o aditivos, y 
eligiendo las cantidades necesarias para que la razón entre ellas sea un número entero o no. A diferencia de Fernández y 
Llinares, se ha formado un único cuestionario: 
Los doce problemas prueba son los siguientes: 
1. Raquel y Juan están plantando flores. Plantan a la misma velocidad pero Juan empezó antes. Cuando Raquel ha 
plantado 4 flores, Juan ha plantado 12 flores. Si Raquel ha plantado 20 flores, ¿cuántas flores ha plantado Juan? 
2. Ana y Raquel están patinando. Empezaron al mismo tiempo pero Raquel es más rápida. Cuando Ana ha patinado 
150 metros, Raquel ha patinado 300 metros. Si Ana ha patinado 600 metros, ¿cuántos metros ha patinado 
Raquel? 
3. Daniel y Juan están jugando al ordenador. Jugaron el mismo tiempo pero Daniel consiguió menos puntos que 
Juan. Daniel consiguió 320 puntos menos que Juan. Si Juan consiguió 850 puntos, ¿cuántos puntos consiguió 
Daniel? 
4. Pablo y David están escalando la fachada de un rascacielos. Escalan a la misma velocidad pero Pablo empezó más 
tarde. Cuando Pablo ha escalado 3 metros, David ha escalado 9 metros. Si Pablo ha escalado 6 metros, ¿cuántos 
metros ha escalado David? 
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5. Cristina y Alberto están montando a caballo. Empezaron al mismo tiempo pero Alberto es más rápido. Cuando 
Cristina ha recorrido 4 kilómetros, Alberto ha recorrido 6 kilómetros. Si Cristina ha recorrido 14 kilómetros, 
¿cuántos kilómetros ha recorrido Alberto? 
6. Álvaro y Antonio conducen un coche alrededor de un circuito. Conducen el mismo tiempo pero Álvaro dio menos 
vueltas que Antonio. Álvaro dio 15 vueltas menos que Antonio. Si Antonio dio 50 vueltas, ¿cuántas vueltas dio 
Álvaro? 
7. Pedro y Tomás están cargando cajas en un camión. Cargan a la misma velocidad pero Pedro empezó más tarde. 
Cuando Pedro ha cargado 40 cajas, Tomás ha cargado 100 cajas. Si Pedro ha cargado 60 cajas, ¿cuántas cajas ha 
cargado Tomás? 
8. Gema y Carmen están comiendo golosinas. Comen el mismo tiempo pero Carmen come más golosinas que Gema. 
Carmen comió 13 golosinas más que Gema. Si Gema comió 46 golosinas, ¿cuántas golosinas comió Carmen? 
9. Laura y Sergio están escribiendo el mismo texto. Empezaron al mismo tiempo pero Laura es más rápida. Cuando 
Sergio ha escrito 40 palabras, Laura ha escrito 160 palabras. Si Sergio ha escrito 80 palabras, ¿cuántas palabras ha 
escrito Laura? 
10. Mario y José están lavando platos. Empezaron al mismo tiempo pero Mario es más rápido. Cuando José ha lavado 
40 platos, Mario ha lavado 100 platos. Si José ha lavado 60 platos, ¿cuántos platos ha lavado Mario? 
11. Nerea y Marcos están corriendo por un paseo. Corren el mismo tiempo pero Nerea corre menos metros que 
Marcos. Nerea corrió 370 metros menos que Marcos. Si Marcos corrió 760 metros, ¿cuántos metros corrió 
Nerea? 
12. Belén y David están pintando una valla. Pintan a la misma velocidad pero Belén empezó antes. Cuando David ha 
pintado 20 metros, Belén ha pintado 40 metros. Si David ha pintado 80 metros, ¿cuántos metros ha pintado 
Belén? 
Podemos ver en la siguiente tabla de que tipo son los problemas: 
 
 
 
2.1 Resultados 
Una vez hecho el análisis podemos corroborar que la influencia en los alumnos de que las variables sean continuas o 
discretas es mínima. No obstante, el estudio sí refleja la influencia que tiene en ellos la relación entre las cantidades, es 
decir, el hecho de que tuvieran una razón entera o no entera. Así, como ya se señala en el artículo de Fernández y Llinares, 
en los problemas en los que había que aplicar un razonamiento aditivo, si las cantidades no eran múltiplos entre sí 
(problemas 4 y 7), los alumnos tenían un tanto por ciento de acierto o de uso de estructuras aditivas del 54,96%. Mientras 
que si la razón entre ambas cantidades era un número entero (problemas 1 y 12), el tanto por ciento de fallo o de 
  
351 de 594 
 
PublicacionesDidacticas.com  |  Nº 94 Mayo  2018 
 
preguntas en las que no se aplicaban dicha estructura es del 64,52%. Por otro lado, en los problemas de estructura 
multiplicativa, el tanto por ciento de acierto en las preguntas en las que las razones eran enteras (problemas 2 y 9)  es del 
58,91% y en los que la razón no es entera (problemas 5 y 10)  el tanto por ciento de fallo es del 58,74%. 
Las respuestas acertadas por los alumnos en los distintos cursos se pueden ver en la siguiente tabla: 
 
 
 
Una vez clasificadas las respuestas se ha procedido a catalogar a los alumnos por un tipo de perfil. Tan solo el 9% de los 
alumnos no han podido ser clasificados. Esta diferencia es significativa con el número de alumnos no clasificados en el 
artículo de Fernández y Llinares y puede ser debida a que en la mayoría de los casos, cuando un alumno utilizaba un 
método para resolver un primer problema, lo volvía a utilizar en el resto de problemas. 
En la siguiente tabla vienen recogidos los alumnos y el tipo de perfil que tengan de acuerdo al curso al que pertenezcan. 
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En la siguiente gráfica se puede ver la variación de los perfiles a lo largo de los cursos.  
 
 
 
Empezamos analizando el perfil proporcional, apreciando claramente como los alumnos han aumentado el uso de este 
tipo de estructuras para realizar los problemas. En 4.º de primaria solo un 10,34% de los alumnos resuelven los problemas 
de esta forma y, aunque en 5.º de Primaria este porcentaje desciende a un 3,84%, a partir del mismo, vemos como va 
aumentando, respondiendo en cada curso superior más alumnos utilizando dicha técnica, alcanzando en 4.º de ESO el 
porcentaje del 59,4%. La diferencia que encontramos en este tipo de perfil respecto al artículo anteriormente nombrado 
viene dada por el tanto por ciento de alumnos que han utilizado un método multiplicativo para resolver los problemas en 
4.º de Primaria, ya que mientras en esta investigación se tiene un 10,34% de alumnos, en la hecha por Fernández y 
Llinares no hay ningún alumno catalogado en este perfil. Es de señalar que dichos alumnos no utilizaron un método de 
regla de tres o fracciones equivalentes para resolver los problemas. 
Es destacable el aumento que se produce utilizando esta técnica en el paso del curso de 1.º a 2.º de ESO, pues mientras 
que en el primero el porcentaje es del 22.68%, en segundo de ESO se ha obtenido un 48,06%, produciéndose por tanto 
una diferencia de 25,38. Tras este salto, el aumento hasta 4.º de ESO se produce de forma paulatina. 
En cuanto al perfil aditivo, al contrario que el proporcional, se ha visto disminuido conforme se avanzaba de curso. Así 
pues, mientras que en 4.º de Primaria resolvieron de esta manera los problemas un 48,27%, en 4.º de ESO solo fue 
utilizada por un 10,8%. Este perfil tiene un comportamiento similar en las dos investigaciones. 
Estas dos tendencias, aditiva y proporcional, han variado de manera complementaria, cruzándose en el paso de los 
cursos de 1º a .2º de ESO, siendo mayor el porcentaje de alumnos que resuelve los problemas de la primera forma hasta 
1.º de ESO y produciéndose la inversión a partir de 2.ºde ESO. Este cruce se produce un curso antes que en la investigación 
hecha por  Fernández y Llinares.  
Respecto al tercer perfil, el correcto, podemos observar que en los cursos de Primaria ningún alumno ha sido 
encasillado en este perfil, produciéndose la aparición de alumnos en este grupo en 1.º de ESO. Este perfil ha aumentado 
de manera lenta su tanto por ciento, alcanzando su máximo en 3.º de ESO, donde se ha llegado al 12,24%, produciéndose 
un descenso en 4.º de ESO al 8,1%. 
Podemos encontrar una diferencia respecto al artículo en la aparición de este tipo de perfil, produciéndose en los 
alumnos de los centros de Archena un curso antes.  
Como podemos observar estos tres tipos de perfil siguen la misma tendencia a lo largo de los cursos que la expuesta en 
el artículo de Fernández y Llinares. 
Fijándonos en el cuarto perfil, el número de estudiantes que da una respuesta u otra dependiendo del tipo de razón 
que haya entre las variables aumenta  de 4.º de Primaria a 6.º de Primaria, pasando de un tanto por ciento del 6,9% al 
16%. A partir de ahí, desciende hasta 3.º de ESO, donde se tiene que un 5,44% de los alumnos son clasificados en este 
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perfil y vuelve a aumentar hasta un 8,1% en 4.º de ESO. Este perfil, al igual que en el artículo, tiene una presencia más alta 
en Primaria, descendiendo sus niveles en los cursos de ESO.  
En cuanto al último perfil, otros, se puede observar que va aumentando de 4.º a 6.º de Primaria, y a partir de ese 
momento desciende hasta llegar al 5,4% en 4.º de ESO. Esto nos indica que los estudiantes han ido definiendo una 
tendencia a la hora de resolver los problemas, como hemos podido observar en la investigación de Fernández y Llinares. 
Cabe destacar, el bajo porcentaje de alumnos que han sido clasificados en el perfil proporcional en 5.º de Primaria, en 
relación con los alumnos de 4.º y 6.º de Primaria. Este hecho es debido a que en el grupo en el que se realizó la prueba 
tiene un nivel más bajo en comparación con el otro grupo de 5.º y el resto de grupos de 4.º y 6.º de Primaria. 
III. CAMPO CONCEPTUAL DE LAS ESTRUCTURAS MULTIPLICATIVAS 
Vergnaud toma como hipótesis que el conocimiento está estructurado en campos conceptuales, cuyo dominio se 
obtiene a través de la experiencia y aprendizaje durante un periodo de tiempo. Además, sobre las estructuras 
multiplicativas establece que su enseñanza no debe realizarse a partir de una situación o problema aislado, sino mediante 
situaciones en los que estén involucrados varios conceptos (Botero, 2006). Por lo tanto, en la enseñanza de la estructura 
multiplicativa deben estar presentes conceptos que disten muy poco unos de otros como la multiplicación, la división, la 
fracción, la proporción, los números racionales y las funciones lineales. Por tanto, si vemos estos conceptos como un 
conjunto de problemas, se pueden distinguir tres grandes categorías de relaciones multiplicativas: isomorfismo de 
medidas, producto de medidas y múltiple proporción (Vergnaud, 1983). 
1. Isomorfismo de medidas 
El primer gran grupo de problemas, isomorfismo de medidas, consiste en ejercicios en los que se puede ver la presencia 
de dos espacios de medida M1 y M2 que están en proporción. Éstos tienen gran importancia debido al hecho de que son 
los utilizados para introducir la multiplicación en los colegios. Además, describen una gran cantidad de situaciones reales 
como repartos iguales de objetos o dinero, problemas de velocidad y distancias y cálculo de áreas (Vergnaud, 1991). 
En estos problemas hay una relación entre cuatro cantidades, dos pertenecientes al espacio de medida M1 y dos que 
pertenecen al espacio de medida M2. 
Veamos algunos ejemplos para entenderlo mejor. 
A. El precio de una camiseta es de 4 euros. Si compro 6 camisetas, ¿cuánto deberé pagar en total? 
B. Un hombre compra naranjas que cuestan 1.60 euros el kilogramo. Si ha comprado 3.50 kilogramos de 
naranjas. ¿Cuánto deberá pagar? 
C. Juan quiere compartir sus galletas con sus dos amigos Francisco y Antonio. Si su madre le ha dado 18 
galletas. ¿Cuántas galletas recibirá cada uno? 
D. Mario conduce con su coche por la autovía a 90 kilómetros/hora. ¿Cuánto tiempo tardará en llegar a la 
casa de su hermana situada a 360 kilómetros? 
E. En dos horas un hombre pone 25 metros de valla para que no se escape su ganado. Si ha necesitado 7 
horas para terminar la valla. ¿Cuántos metros tiene la valla? 
Estos ejemplos pueden ser representados mediante los siguientes esquemas, en los que además, podemos observar las 
cuatro cantidades presentes en los ejercicios. Dichos esquemas representativos son los siguientes: 
 Ejemplo A: 
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 Ejemplo B: 
 
 Ejemplo C: 
 
 Ejemplo D: 
 
 Ejemplo E: 
 
Todos estos esquemas proceden de una tabla de correspondencia entre los dos espacios de medida M1 y M2, en el que 
se han tomado las cuatro cantidades pedidas en el enunciado. Por ejemplo, para el caso A tendríamos la siguiente tabla de 
correspondencia, donde se han tomado las cantidades en negrita para realizar el esquema particular del ejemplo: 
 
 
 
En estos ejemplos podemos ver que existen cuatro clases de subproblemas de isomorfismo de medidas. Estas cuatro 
clases son: multiplicación, primer tipo de división, segundo tipo de división y regla de tres (Vergnaud., 1983). 
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1.1 Multiplicación 
Estos problemas son representados mediante el esquema: 
 
 
 
Donde a es una cantidad del espacio de medida M2 y b es una cantidad del espacio de medida M1. Por tanto, vemos 
que hay cuatro cantidades involucradas (1, a, b y x), así que la representación del tipo 𝑎 × 𝑏 = 𝑥, utilizada por estudiantes 
no refleja los términos presentes en el problema. 
En los dos primeros ejemplos observamos que se utiliza dicha representación. No obstante, para los estudiantes puede 
haber una diferencia significativa en el uso de números decimales o no. Este hecho es muy importante, pues al ser 
presentada la multiplicación como una suma repetida el estudiante puede encontrar problemas al calcular el precio de 3 
kilogramos y medio de naranjas de este modo. Sin embargo, esto no ocurre si quiere conocer el precio de seis camisetas, 
pues le basta con sumar seis veces el precio de una (Vergnaud, 1991). 
Dentro de los problemas de multiplicación encontramos dos tipos de resolución diferentes, uno llamado ley binaria de 
composición y otro llamado operación unaria (Vergnaud, 1983). 
1.1.1  Ley binaria de composición 
Este tipo de resolución consiste en aplicar la fórmula mencionada anteriormente, 𝑎 × 𝑏 = 𝑥. Este método es correcto si 
a y b son considerados como números, sin embargo, si consideran las cantidades a y b como dos magnitudes puede crear 
confusión, ya que al multiplicarlas entre ellas pueden no tener claro porque el resultado es un elemento de M2 y no de 
M1. 
1.1.2  Operación unaria. 
La segunda resolución de los problemas multiplicativos, son los de operación unaria. Este método  puede a su vez 
resolverse de dos modos diferentes, una primera usando un operador escalar, y una segunda usando un operador función. 
Mediante el operador escalar pasamos de la cantidad a del espacio de medida M2 a la cantidad x buscada 
perteneciente a dicho espacio de medida. Este operados escalar es el valor que nos hace pasar de la cantidad 1 del espacio 
de medida M1 a la cantidad b del mismo espacio. Es representado por el siguiente esquema: 
 
 
 
Donde × 𝑏 es un operador sin dimensión, siendo la proporción existente entre las dos cantidades de un mismo espacio 
de medida. 
Tomando el primer ejemplo, vemos que en su esquema representativo 1 y 6 representan dos cantidades del espacio de 
medida M1 (número de camisetas), 4 y x son dos cantidades del espacio de medida M2 (euros) y que el operador es × 6 
nos indica que el precio de 6 camisetas es 6 veces el precio de una de ellas. 
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En la segunda manera de resolver se pasa del espacio de medida M1 al espacio de medida M2 utilizando un operador 
función. Dicho operador es aplicado en la cantidad b del espacio M1 y nos lleva a la cantidad x del espacio M2. Este 
operador es conocido, ya que es el que hace pasar de la cantidad 1 de M1 a la cantidad a del espacio M2. Esta resolución 
es representada por: 
 
 
Al pasar de un espacio de medida a otro, este operador si tiene dimensión, al contrario que el operador escalar, y viene 
dada por la división entre la dimensión de M1 y la dimensión de M2. Así, en el ejemplo a la dimensión es el cociente 
euros/camiseta, y por tanto, el operador función es x4 euros/camiseta. 
Ambos métodos de resolución son equivalentes y permiten a los alumnos entender porque al multiplicar una cantidad 
de un espacio de medida M1 por un operador escalar el resultado es una cantidad de dicho espacio de medida, y si la 
multiplicamos por un operador función el resultado es una cantidad del espacio de medida M2 (Vergnaud, 1991). Veamos 
cómo se obtiene la dimensión de dos modos diferentes. Para ello utilizaremos fracciones equivalentes y dos maneras 
diferentes de entender el problema. Para la primera, si vemos el problema como “x euros son a 6 camisetas lo que 4 euros 
son a una camiseta” tendríamos, pasándolo a la forma de proporciones y operando, que, 
𝑥 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠
6 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑡𝑎𝑠
=
4 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠
1 𝑡𝑎𝑟𝑡𝑎
  𝑥 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠 =
4 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠 ×6 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑡𝑎𝑠
1 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑡𝑎
   
𝑥 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠 =
4 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠 × 6 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑡𝑎𝑠
1 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑡𝑎
=
4 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠 × 6
1
 
Por tanto,  
𝑥 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠 = 6 × 4 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠. 
Si ahora entendemos el problema como “x euros son a 4 euros lo que 6 camisetas son a una camiseta”, de un modo 
similar al anterior se tiene que: 
𝑥 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠
4 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠
=
6 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑡𝑎𝑠
1 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑡𝑎
 𝑥 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠 =
6 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑡𝑎𝑠 × 4 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠
1 𝑐𝑎𝑚𝑖𝑠𝑒𝑡𝑎
=
6 × 4 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠
1
=  6 ×  4 𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠. 
Este análisis es complejo, y por tanto, no es posible llevarlo a una clase de educación primaria. 
1.2 Primer tipo de división 
Esta clase de problemas multiplicativos se representan mediante un esquema del tipo (Vergnaud, 1983): 
 
 
 
Donde 1 y a son cantidades del espacio de medida M1 y x y b son dos cantidades del espacio M2. En estos problemas se 
trata de encontrar el valor unidad f(1) cuando es conocido el enlace que existe entre las dos cantidades de dos espacios de 
medida diferentes, a y b. 
Estos problemas se resuelven aplicando el operador escalar /𝑎 a la cantidad b. Algunos niños para resolver estos 
problemas prefieren resolverlo buscando la cantidad x tal que 𝑥 × 𝑎 = 𝑏. Este modo no es erróneo pero puede entrañar 
muchas dificultades si los números no son enteros o no son lo suficientemente pequeños. Otro modo común de actuar en 
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principiantes en este tipo de problemas es realizar un reparto de los objetos de manera empírica, siendo este método 
poco eficaz cuando se trabaja con cantidades lo suficientemente grandes. 
Por tanto, el método más efectivo en este tipo de problema es utilizar el operador escalar /𝑎. Este no tiene dimensión y 
al igual que el operador escalar × 𝑎, el operador /𝑎 nos hace pasar de una cantidad a otra del mismo espacio de medida, 
diferenciándose en este operador que esta vez se pasa de una cantidad situada en la fila de abajo a la fila de arriba. Este 
operado es el inverso del operador × 𝑎 de los problemas de multiplicación (Vergnaud, 1991). 
Un ejemplo de este tipo de problemas es el ejemplo C, dónde se tiene la siguiente tabla: 
 
 
 
En el que /3 es el operador escalar sin dimensión que hace pasar de la fila de abajo hacia la de arriba. 
1.3 Segundo tipo de división 
El siguiente esquema ilustra este tipo de problemas (Vergnaud, 1983): 
 
 
 
Estos problemas consisten en encontrar la cantidad x del espacio de medida M1 conociendo el valor al que corresponde 
en M2 y el valor unitario. 
Como hemos visto en el esquema, estos problemas se pueden resolver aplicando a la cantidad b el inverso del operador 
función × 𝑎 utilizado en los problemas de tipo multiplicación, es decir, el operador función /𝑎. Este operador nos hace 
pasar de una cantidad del espacio de medida M2 al espacio M1 y tiene una dimensión que es el inverso del operador 
función × 𝑎. 
Los estudiantes pueden encontrar dificultad en este tipo de ejercicios, sobre todo a la hora de tomar la dimensión de 
dicho operador, pues al ser el inverso del operador función × 𝑎 puede tener dimensiones del estilo 
𝑘𝑖𝑙ó𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠
ℎ𝑜𝑟𝑎⁄
ℎ𝑜𝑟𝑎
=
𝑘𝑖𝑙ó𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠
ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠2⁄  o 
𝑡𝑎𝑟𝑡𝑎𝑠
𝑒𝑢𝑟𝑜𝑠⁄  (Vergnaud, 1991). 
Como ocurre en los problemas de primer tipo de división, los estudiantes en algunos casos prefieren encontrar el 
número de veces que se necesita sumar la cantidad a para convertirse en b. Una vez obtenido el número de sumas, se 
aplica a la cantidad 1 y se obtiene la cantidad x buscada (Vergnaud, 1983). 
Los problemas de división tipo 1 y tipo 2 se resuelven utilizando dicha herramienta, pero son diferentes unos de otros, 
pues como hemos podido ver en cada tipo de problema intervienen unas nociones diferentes. 
1.4 Problemas de regla de tres 
Estos tipos de problemas son el caso general de los problemas de isomorfismo, siguiendo, como hemos visto, el mismo 
esquema. La diferencia entre estos ejercicios y los anteriores está en el hecho de que en los de regla de tres ninguna 
cantidad involucrada es la unidad (Vergnaud, 1991). El siguiente cuadro ilustra dicho esquema:  
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En este caso a y c son cantidades del espacio de medida M1, mientras que b y x son dos cantidades del espacio M2. 
El ejemplo E forma parte de este tipo de problemas. Estos problemas pueden ser resueltos utilizando diferentes 
procedimientos y propiedades. 
Veamos dos métodos de resolución posibles para estos problemas. El primero de ellos será utilizar un operador escalar 
de los utilizados en los otros problemas. Para ello tendríamos el siguiente esquema: 
 
 
 
Como podemos ver en el esquema, para llegar al valor de x es necesario realizar varias etapas. Una primera en la que se 
utiliza el operador escalar /2 para pasar de los metros de valla que se construyen en dos horas a los metros de valla que se 
construye en una hora. Una vez obtenido el valor unitario de los metros de valla construida en una hora, realizamos una 
segunda etapa, en la que del mismo modo en el que pasamos de una hora a siete pasamos de los metros de valla 
construidos en una hora a los metros que se construyen en 7 horas (multiplicando por 7). A la composición de estos dos 
operadores, es decir, a × 7/2 se llama operador fraccionario. Este operador surge de la composición de dos operadores 
iguales o distintos. 
Otra manera de ver el operador fraccionario es la representación de una razón del siguiente modo, 
𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑙𝑒𝑔𝑎𝑑𝑎
𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑑𝑎
 
También puede verse como una proporción, 
7 ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠
2 ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠
=
𝑥 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑙𝑎
25 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑙𝑎
 
Donde aplicando las propiedades de las proporciones obtenemos, 
𝑥 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 =
25 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 × 7 ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠
2 ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠
 
Simplificando por un lado los números y por otro lado las dimensiones obtendríamos que, 
𝑥 =
25 ×7 
2 
  y  𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 =
 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 × ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠
 ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠
. 
Donde podemos ver como se obtiene el número y la dimensión. 
Otro método diferente para resolverlo es utilizando el operador función, teniendo el siguiente esquema, 
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Si el problema se resuelve de este modo, habría que pasar de horas a los metros de valla construidos en ese tiempo 
utilizando el operador función que hace pasar de 2 horas a los metros de valla construidos en esas horas. Este operador se 
obtiene mediante la noción de razón utilizada en el anterior análisis 
𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑙𝑙𝑒𝑔𝑎𝑑𝑎
𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑑𝑎
 
Así, en este caso tendemos el operador función 
25 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑙𝑎
2 ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠
=
25
2
𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑙𝑎
ℎ𝑜𝑟𝑎𝑠⁄  
Este tipo de problemas tiene mayor complejidad respecto a los demás, debido al uso de diferentes nociones, por lo 
tanto deben de ser introducidos con posterioridad a los otros. Además, resolverlo utilizando este método es más complejo 
que mediante un análisis vertical, pues la noción de operador función tiene una dificultad superior al operador escalar 
debido al cálculo de la dimensión. 
2. PRODUCTO DE MEDIDA 
Los problemas de producto de medidas son fácilmente diferenciables de los de isomorfismo de medidas, teniendo tal 
desigualdad tanto en el número de espacios de medida como en el número de cantidades involucradas, ya que mientras 
en los de isomorfismo de medidas son cuatro cantidades de dos espacios de medida diferentes, en los ejercicios de 
producto de medidas hay tres cantidades de tres espacios de medida diferentes, de los cuáles uno de los espacios de 
medida es el producto de los otros dos espacios. 
Estos problemas son utilizados para describir muchos tipos de problemas que involucran aspectos como parejas, áreas 
o volúmenes. 
El esquema representativo de los problemas de producto de medida es el producto cartesiano de dos cantidades de 
dos espacios de medida diferentes M1 y M2, en un tercero espacio de medida M3 (Vergnaud, 1983). 
 
 
 
Donde las cantidades situadas en la columna de la izquierda pertenecen al espacio de medida M1,  las cantidades 
situadas en la primera fila pertenecen al espacio de medida M2 y las cantidades situadas en las casillas con el fondo gris 
pertenecen al espacio de medida M3. 
Como ejemplo de estos tipos de problemas podemos encontrar los siguientes: 
 A) 3 chicas y 4 chicos están haciendo carreras entre ellos. Cada chico quiere competir con cada una de las chicas y 
cada chica quiere competir con cada uno de los chicos. ¿Cuántas parejas posibles pueden formarse? 
 B) Un rectángulo tiene 2 metros de largo y 4 metros de ancho. ¿Cuál es su área? 
 C) Una caja tiene un volumen de 25 centímetros cúbicos y una superficie cuya área es de 150 centímetros 
cuadrados. ¿Cuál es la profundidad de la caja? 
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 D) Un hombre tiene 3 camisas, 4 corbatas y 5 chaquetas diferentes. ¿Cuántas combinaciones diferentes de ropa 
puede realizar para la parte superior? 
Estos 4 ejemplos son diferentes entre sí y se resuelven de manera diferente como veremos a continuación. 
Para el ejemplo A, a, b y c son tres chicas del espacio de medida M1 y d, e, f y g cuatro chicos del espacio de medida 
M2. Así, las parejas posibles que se pueden formar  vienen dadas por la siguiente tabla: 
 
 
 
En esta tabla están todas las posibles parejas que se pueden generar, estas parejas pertenecen al espacio de medida 
formado por el producto cartesiano de los otros dos espacios 𝑀3 = 𝑀1 × 𝑀2. Otro modo de ver el número de parejas 
posibles es tomar el valor unitario 𝑓(1,1) = 1, que este caso sería 𝑓(1 chico x 1 chica) = 1 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑗𝑎 y modificando el 
número de chicas o chicos, se modifica de manera proporcional el número de parejas (cantidades situadas sobre el fondo 
gris), como podemos ver en el siguiente cuadro: 
 
 
 
Del problema B podemos extraer símbolos del estilo 𝑚2, 𝑐𝑚2 e incluso dimensiones cúbicas como 𝑚3𝑦 𝑐𝑚3, ya que si 
analizamos la dimensión en el caso de calcular el área de un rectángulo, á𝑟𝑒𝑎 = 𝑎𝑛𝑐ℎ𝑜 × 𝑙𝑎𝑟𝑔𝑜, tendríamos que, 
𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 × 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 = 𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑜𝑠 = 𝑚2 
Dentro de los problemas de producto de medidas podemos encontrar dos clases de problemas, multiplicación y 
división. Estos primeros son los dados en los ejemplos analizados arriba, en los cuáles dan el valor de dos cantidades de 
dos espacios de medida y hay que encontrar el valor de la cantidad producto. En los problemas de división se da el valor 
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de la cantidad perteneciente al espacio de medida M3 y una de las cantidades pertenecientes a uno de los otros dos 
espacios y se tiene que encontrar el valor de la otra medida. Vienen ilustrados por la siguiente tabla: 
 
 
 
Donde a es la cantidad dada del espacio M1, b es la cantidad producto y se tiene que hallar la cantidad x del espacio de 
medida M1. En estos casos, la dimensión de la cantidad buscada es el cociente de la dimensión de la cantidad producto y 
la dimensión de la cantidad de M2. Así, analizando el ejemplo C, tendríamos que la dimensión de la cantidad buscada es: 
𝑚3
𝑚2⁄ = 𝑚, 
realizándose lo mismo para obtener la cantidad buscada. 
Por último, podemos ver que en estos problemas si dejamos fija una cantidad y la otra la multiplicamos por un valor λ, 
el resultado final también es multiplicado por λ. Lo mismo ocurre si fijamos la otra cantidad y multiplicamos la otra por λ. 
Por lo que estos problemas se pueden ver como problemas de isomorfismo de medidas. 
Finalmente, podemos ver que los isomorfismos de medidas pueden ser vistos como problemas de producto de 
medidas, pues mientras en los primeros una de las cantidades es una constante en los problemas de producto de medidas 
las dos cantidades son variables.   
3. MULTIPLE PROPORCICIÓN 
Esta estructura es muy similar a la del producto de medidas ya que tenemos un espacio de medida M3 que es 
proporcional a dos espacios de medida independientes entre ellos M1 y M2. 
Como ejemplos de este tipo de problemas podemos tomar los siguientes: 
 A) Un taller de costura tiene una producción de ropa proporcional al número de trabajadores que tiene y al 
número de días dentro del periodo que consideramos. 
 B) Un grupo de cuatro amigos va a pasar 8 días en un hotel. El precio de una noche en el hotel por persona es de 
50 euros. ¿Cuál es el precio total que deben pagar los amigos? 
 C) Una fábrica de mesas quiere conocer el número de mesas que produce durante un día una máquina. Para ello 
sabe que en 30 días, 7 máquinas han producido 420 mesas. 
 D) Un hombre tiene 2500 kilogramos de pienso para alimentar a sus vacas. Sabiendo que tiene 300 vacas y que 
cada vaca come al día dos kilogramos de pienso. ¿Cuánto durará el pienso? 
En los problemas de múltiple proporción también podemos encontrar diferentes tipos de subproblemas. Estos son, 
como en los problemas de isomorfismo de medidas, multiplicación, primer tipo de división y segundo tipo de división, los 
cuáles son analizados del mismo modo que en los del primer caso. 
1.5 Multiplicación 
El ejemplo B corresponde a esta clase de problemas y para resolverlo hay que multiplicar todas las cantidades 
involucradas en el problema. 
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1.6 Primer tipo de división 
El ejemplo C pertenece a esta clase. Éstos consisten en encontrar  el valor unitario, es decir, el valor k tal que 
𝑓(1,1) = 𝑘. 
En este caso se tendría la siguiente tabla: 
 
 
 
Para resolver esta clase de problemas, se divide la cantidad de producción total entre el número de días y de máquinas. 
1.7 Segundo tipo de división 
En esta clase de problemas hay que buscar el valor x tal que 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑏. El ejemplo D pertenece a esta clase. 
Se pueden representar mediante la siguiente tabla: 
 
 
 
Para resolver estos problemas, hay que dividir la cantidad total de pienso entre el número de vacas y los kilogramos de 
pienso que come cada vaca en un día. 
IV. ANÁLISIS DE LA PROPORCIONALIDAD EN LOS LIBROS DE TEXTO. 
En este capítulo se tiene por objetivo analizar, utilizando los instrumentos proporcionados por la Teoría Antropológica 
de lo Didáctico, como tratan los libros de texto de secundaria la proporcionalidad. Observando el currículum de secundaria 
vemos que es en los cursos de primero y segundo de ESO donde mayor atención se le da a la proporcionalidad. Por tanto, 
vamos a analizar libros de texto de estos dos cursos, junto con libros de texto de tercero de ESO para conocer el trato que 
se da a este concepto. 
Se han tomado dos libros por curso de tres editoriales diferentes. En la siguiente tabla nombraré a los libros de texto 
con una letra mayúscula para que su uso durante el capítulo sea más cómodo. 
 
  
363 de 594 
 
PublicacionesDidacticas.com  |  Nº 94 Mayo  2018 
 
 
 
1. Marco teórico 
Para analizar la actividad matemática, la Teoría Antropológica de lo Didáctico (TAD) emplea la noción de praxeología 
matemática compuesta por dos categorías de elementos clasificados en praxis y logos. Respecto a la praxis tenemos las 
dos siguientes subcategorías que son tipos de problemas o tareas y conjunto de técnicas usadas para resolverlos. 
La parte del logos es un discurso que explica y da sentido a las técnicas (Carrillo, 2004). 
Por tanto, para analizar los libros vamos a destacar los siguientes aspectos: localización del tema en el libro, el tipo de 
tarea que propongan los libros, las técnicas para realizar la tarea y la justificación de dicha técnica y un último aspecto que 
será las imágenes que usa el libro y el contexto de las actividades. 
Además, nos fijaremos en la justificación matemática dada por el libro, así como su rigor. 
Para justificar las técnicas, Balacheff (1988) considera que hay justificaciones de los siguientes tipos: 
 Experimento crucial: consiste en utilizar un ejemplo muy poco particular que hará el efecto en los alumnos de 
razonar del siguiente modo: “Si funciona en este ejemplo, lo hará en cualquier otro” (p. 218). 
 Ejemplo genérico: consiste en el uso de un ejemplo considerado como el representante de su clase (p. 219). 
1.1 Localización del tema 
En el curso de primero de ESO, el libro [A] correspondiente a la editorial ANAYA, en el tema 9 llamado 
“Proporcionalidad y porcentajes” en su primer apartado “Relación de proporcionalidad entre magnitudes” encontramos 
los ejercicios de calcular la razón entre dos números y el término desconocido en una proporción. Los problemas de 
proporcionalidad están situados en el segundo apartado con nombre “Problemas de proporcionalidad directa”. En el libro 
[B] de primero de ESO de la editorial SM, nos encontramos en el tema 6 “Magnitudes proporcionales. Porcentajes”  en su 
primer apartado llamado “Relaciones de proporcionalidad. Razón y proporción” los ejercicios de calcular la razón entre dos 
números y el término desconocido en una proporción y en el segundo apartado con nombre “Magnitudes directamente 
proporcionales” los problemas de proporcionalidad. Este tema va precedido por el de los números decimales. 
Para el segundo curso de ESO, en el libro de la editorial ANAYA [C] nos encontramos los ejercicios de calcular la razón 
entre dos números y el término desconocido en una proporción en el tema 5 cuyo nombre es “Proporcionalidad y 
porcentajes” en el primer apartado “Razones y proporciones”  y los   problemas de proporcionalidad en el segundo 
apartado “Magnitudes proporcionales. Porcentajes”. Tanto el nombre del tema como de este último apartado coinciden 
con el nombre del tema y apartado del libro de primero de ESO de la misma editorial. Para el libro [D] de la editorial 
OXFORD, en el 5.º tema cuyo nombre es “Proporcionalidad” en el primer apartado “Razón entre dos cantidades” 
encontramos los ejercicios de calcular la razón entre dos números. En el tercer apartado “Proporciones” podemos ver los 
ejercicios de calcular el valor desconocido en una proporción y en el cuarto apartado “Proporcionalidad directa” están los 
problemas de proporciones. 
Si nos fijamos en los libros de tercero de ESO, en el libro [E] de la editorial OXFORD en el tema 3 “Proporcionalidad 
numérica”  en el primer apartado llamado “Razones y proporciones” están los ejercicios de calcular la razón entre dos 
números y el término que falta en una proporción y en el apartado 2 llamado “Problemas de proporcionalidad” nos 
encontramos los problemas de proporcionalidad. En el libro de la editorial SM [F] vemos que el tema corresponde al 
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número 6 “Proporcionalidad”, en el primer apartado con nombre “Proporcionalidad directa. Repartos directamente 
proporcionales”. Podemos observar que en estas dos editoriales no hay una correspondencia entre el nombre de los 
temas y apartados entre dos cursos. 
Como es de esperar, en todos los casos la proporcionalidad viene presentada  en el mismo tema que los problemas de 
proporcionalidad inversa y además, están todos los temas en el bloque de Aritmética. 
Cabe destacar, que en cada inicio de los capítulos aparecen cuestiones y relaciones con la vida cotidiana para motivar a 
los alumnos sobre los contenidos que van a aprender. 
1.2 Tareas, técnicas y justificaciones 
En esta sección vamos a exponer las tareas, técnicas y justificaciones que se encuentran en los libros de secundaria.  
En el análisis de los libros de texto de texto se han encontrado las siguientes tareas: 
1.2.1 Hallar la razón entre dos números 
La técnica para este tipo de problemas aparece en los libros [A], [B], [C], [D] y [E].  
En el libro [A] se define la razón como el cociente entre las dos cantidades. Por tanto, en los ejemplos en los que calcula 
la razón le basta con poner ambas cantidades en forma de fracción y calcular su irreducible. En los libros [B], [C], [D] y [E] 
se calcula la razón del mismo modo que lo hace el libro [A]. 
1.2.2 Cálculo del término desconocido en una proporción 
La técnica para resolver esta tarea aparece en el libro [B], en el libro [C], en el libro [D] y en el libro [E]. Dichas técnicas 
son iguales en cada uno de los libros y consiste en dadas dos fracciones equivalentes donde un término es el valor 
desconocido x aplicar la propiedad de que el producto de los extremos es igual al producto de los medios, para obtener 
una ecuación en la que se despeja x. 
Además, en el libro [C] se puede ver en una imagen las cuentas que hay que realizar para resolver este tipo de tareas 
según el término que haya que encontrar. Dicha ilustración puede ser utilizada por los niños para automatizar el cálculo de 
este tipo de tareas. 
1.2.3 Problemas de proporcionalidad directa 
De esta tarea, podemos encontrar las siguientes técnicas: 
1. Primer tipo de división. 
Esta clase de problemas multiplicativos se representan mediante un esquema del tipo: 
 
 
 
Únicamente el libro de primero de ESO [B] da una técnica para abordar esta tarea. Ésta es una actividad resuelta en la 
que encontramos una tabla y nos pide hallar el valor de y. La técnica es la siguiente “Toma de la tabla los dos valores 
correspondientes a la columna donde no está la incógnita y calcula su razón de proporcionalidad. Una vez que la tiene, 
para calcular y, toma en forma de fracción la columna donde aparece dicha incógnita y la iguala a la razón de 
proporcionalidad y utilizando las propiedades de las proporciones, vistas en el apartado anterior, calcula y”. En este tipo de 
justificación, como se tiene la tabla dibujada de manera horizontal se puede ver que en dichos problemas nos 
encontramos con dos espacios de medida diferentes, uno en la fila de arriba y otro en la de abajo. 
Esta justificación es de tipo genérico. 
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Esta técnica es diferente a la técnica dada por Vergnaud en su libro (Vergnaud,  1991) y que ha sido expuesta en el 
primer capítulo. Dicho autor resuelve este tipo de problemas utilizando el operado escalar /𝑎. Este operador lo aplica en 
el término b para obtener x. 
2. Segundo tipo de división. 
Estos problemas tienen el siguiente esquema: 
 
 
Solo un libro de primero de ESO da una técnica para abordar esta tarea, y es [B]. La técnica dada es idéntica a la que se 
ha expuesto en los problemas de primer tipo de división. 
Como ocurre en el caso de arriba, en el libro de texto utiliza un procedimiento diferente al que usa Vergnaud, ya que 
éste aplica el operador función /𝑎 en la cantidad b para obtener x. 
Como podemos ver, en ninguna de estas dos primeras técnicas se utilizan operadores escalar o función. 
3. Problemas de reglas de tres. 
El esquema que ilustra este tipo de problemas es: 
 
 
 
La técnica para resolver este tipo de problemas aparece en los libros tanto de primer curso, como de segundo y tercero 
de secundaria, salvo el libro en el libro [F], y todos ellos lo plantean del mismo modo, en forma de proporciones. 
La técnica que se da en los libros se explica a partir de un ejemplo genérico en el que se plantea un problema. A 
continuación, en los libros hay tres modos diferentes de extraer los datos, ya que, mientras el libro [B] toma los datos en 
forma de tabla, los libros [A], [C] y [D] ordenan los datos mediante flechas y el libro [E] coloca los números directamente 
en forma de proporción. Una vez tomado los datos, los libros [A], [B], [C] y [D]  construyen las proporciones. A partir de 
ahí, todos los libros calculan la incógnita x utilizando las propiedades de las proporciones.  
En los libros [A], [B], [C] y [D]  se puede ver que en el ejercicio hay dos espacios de medidas involucrados, ya que si los 
datos están colocados en forma de tabla, podemos ver que cada fila es un espacio de medida diferente; y si están 
ordenados mediante flechas, se observa que éstas parten de un espacio de medida a otro. En el libro [E] al colocarlo 
directamente en forma de proporción no queda claro que haya dos espacios de medida diferentes. 
En el análisis realizado por Vergnaud también se resuelve mediante proporciones, aunque da otras técnicas en las que 
usa operadores escalares y operadores función. 
Además, hay otra técnica para resolver los problemas de regla de tres y es por reducción a la unidad. Esta técnica 
aparece en los libros [A], [B], [C], [D] y [E]. En los libros [A], [B], [C] y [E] se utiliza un ejemplo para explicar la técnica. Para 
ello toman los valores del enunciado en forma de tabla y lo explican de manera escrita, como podemos ver en el libro [C]: 
“Consiste en calcular, primero, el valor asociado a la unidad en la tabla de valores correspondientes. Conociendo ese dato, 
no hay dificultad en completar cualquier otro par de valores correspondientes”. Por tanto, en los libros [A], [B], [C] y [E] 
utiliza dos operadores escalares, el primero para conocer el valor unidad y el segundo para calcular el valor pedido. 
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En estos libros, al estar los valores colocados en una tabla, también se ve claro que hay dos espacios de medida. 
En el libro [D] utiliza una presentación escrita donde se explica la técnica, sin realizar ningún ejemplo. El texto dice lo 
siguiente: “Se trata de averiguar, en primer lugar, la constante de proporcionalidad directa. Con este dato, que indica el 
valor correspondiente a una unidad de una de las magnitudes, se puede averiguar el valor que le corresponde a cualquier 
otro valor”. Esta técnica es idéntica a la dada en el libro [C]. 
Estas justificaciones son de tipo genérico. 
Como hemos podido observa, solo [B] proporciona técnicas para resolver los ejercicios de primer y segundo tipo de 
división. Esto puede ser debido a que la regla de tres es el caso general de los ejercicios de proporcionalidad. 
1.2.4 Producto de medidas y múltiple proporción 
En los libros no hay tareas de este tipo. 
1.3 Otras variables 
En este apartado se analizarán las diferentes imágenes que se usan en los libros y el tipo de actividades que aparecen. 
1.3.1 Imágenes 
Para el estudio de las imágenes vamos a utilizar la siguiente clasificación: 
 Ornamentales: utilizadas para el aumento de la motivación del lector. 
 Esquemáticas: utilizadas para aportar un procedimiento o solución. 
Si tomamos el libro [A] encontramos dos imágenes de tipo ornamental y cuatro de tipo esquemáticas. La primera 
imagen nos ilustra el método de reducción a la unidad y son tres botes de mermelada con un peso total de 600 gramos. En 
la imagen hay una flecha que nos señala el peso de un bote y de ese bote sale otra flecha hacia el peso de 4 botes.  
En la segunda imagen se ilustra el método de regla de tres, partiendo con una flecha del precio de 3 botes dibujados y 
llegando a 4 botes donde está el precio total de ellos. En cuanto a las imágenes de tipo esquemático encontramos una en 
la que vemos una tabla utilizada para calcular la proporción entre dos espacios de medida; y dos imágenes, la primera en 
la que se relacionan tres cantidades de una magnitud con tres cantidades de la otra magnitud mediante flechas y sirve 
para explicar el método de reducción a la unidad, ya que pasa del peso de tres botes al precio de uno. En el libro se realiza 
una división, la cual está indicada con una flecha que parte del esquema representativo. La otra imagen es una tabla 
vertical donde se muestran dos magnitudes y sirven para explicar las fracciones equivalentes, pues dividen dos cantidades 
de una magnitud y las igualan a la división entre las dos cantidades correspondientes de la otra magnitud. La otra imagen 
es un esquema en el que se relacionan dos magnitudes mediante una flecha para enseñar el método de regla de tres. 
En el libro [B], podemos ver varias imágenes, de las cuáles dos de ellas son de tipo ornamental. Estas imágenes son las 
de una bicicleta utilizada para ilustrar la proporción del número de dientes del plato y del piñón de una bicicleta; y la de 
una atleta que sirve para ilustrar un ejemplo sobre la distancia que corre en proporción al tiempo. En cuanto a las 
imágenes de tipo esquemático podemos observar un rectángulo en el que están señaladas sus dimensiones, utilizadas 
para calcular la razón entre el ancho y el alto del rectángulo; y tres tablas de valores, en la que en una de ellas están los 
valores, situados en horizontal, de la distancia y el tiempo que recorre una atleta. Además, en esta tabla nos encontramos 
señalado con flechas y números la proporción que hay entre dos valores de la misma magnitud. Aparte de esta tabla, 
encontramos otras dos, una de tipo genérico en las que se dan varios valores de dos magnitudes y define la razón como la 
división entre dos valores que están en la misma columna. La otra tabla aporta un esquema sobre la cantidad de agua que 
arroja un grifo y el tiempo que está abierto dicho grifo.  
En el libro [C] podemos encontrar tres imágenes de tipo ornamental. En la primera se ven tres personas con sus 
respectivas edades y es utilizada para calcular la razón de las edades de esas tres personas, en la segunda podemos ver el 
dibujo de un bote de champú de 30 cl que sirve para motivar al alumno a calcular cuánto costaría un litro de champú. La 
otra imagen es la de una persona recolectando. Esta imagen ilustra el ejemplo del número de kilogramos que se 
recolectan en proporción a las cepas de la viña. Este libro también tiene imágenes de tipo esquemático. La primera de 
ellas es un esquema que sirve para automatizar el cálculo del término desaparecido en una proporción. Además, también 
encontramos dos tablas de valores, donde en la primera se muestran los datos de dos magnitudes dispuestos en 
horizontal y se señalan con flechas y números el tipo de proporción que guardan. Esta imagen ayuda a los niños a 
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entender la proporción entre dos magnitudes. La tercera imagen es un esquema del mismo tipo que el anterior pero sirve 
para ayudar a los niños a entender el método de reducción a la unidad. Otra imagen que encontramos es una tabla que 
aporta diferentes cantidades sobre el número de cepas y los kilos de uva. Esta imagen ayuda a los alumnos a resolver un 
ejemplo. Por último encontramos una imagen que muestra un esquema que nos ayuda a resolver el problema de las cepas 
de la viña y el kilo de uva recolectado mediante una regla de tres. 
En el libro [D] encontramos una imagen de tipo ornamental en la que se puede ver dos jarras con la cantidad de agua y 
de limón que contienen. Esta imagen sirve para realizar una actividad en la que pide decretar cuál tendrá más sabor a 
limón. Además, hay una imagen de tipo esquemático en la que los valores están presentados en una tabla horizontal y se 
indica mediante una flecha la proporción que guardan las dos variables. 
El libro [E] contiene una imagen de tipo esquemático y ésta es un esquema en el que están presentadas cuatro 
cantidades de dos magnitudes diferentes y sirve para ayudar a explicar la regla de tres. Aparte de ésta, hay una imagen de 
tipo ornamental en la que se puede ver a dos chicos con un perro y un gato y sirve para motivar la actividad 2 de dicha 
página en la que se utilizan proporciones. 
1.3.2 Actividades 
En este apartado vamos a analizar las actividades propuestas en el libro, así como la contextualización en la vida real o 
que estén conectadas con problemas de la vida cotidiana de los alumnos. 
Los libros analizados tienen este apartado en común, ya que tanto la disposición de las actividades como su contexto 
son parecidos. 
La disposición de las actividades en los libros es la siguiente: tras cada concepto o técnica que se explica encontramos 
actividades. Además, en la mayoría de los libros detrás de cada concepto podemos ver una actividad resuelta o un 
ejemplo. También hay en todos los libros actividades al final de cada tema que tratan sobre los conceptos dados a lo largo 
de la unidad. 
En cuanto al contexto de las actividades, debido a que la mayoría de ejercicios son problemas, observamos que todos 
tratan sobre temas de la vida real. Así, nos encontramos actividades sobre el consumo de gasolina de un coche, el precio 
que deben pagar tres niños por un menú sabiendo el precio de lo que pagan dos niños o lo que debe de cobrar un 
trabajador por un número de horas sabiendo lo que cobra por un número x de horas. 
V. CONCLUSIONES 
 Un mayor nivel de acierto en los problemas proporcionales no indica que el alumno haya desarrollado el 
pensamiento proporcional, ya que también se ha incrementado el número de respuestas proporcionales en los 
problemas aditivos. Por tanto, los alumnos no han adquirido la capacidad de discriminar los problemas 
proporcionales de los aditivos. 
 Otra consecuencia es la relación entre el significado de razón y el desarrollo del pensamiento multiplicativo. La 
construcción de la idea de razón es independiente de los esquemas de considerar la multiplicación como una 
suma reiterada. Esto puede verse en el hecho de que los alumnos en los casos en los que la relación es entera 
apliquen un método multiplicativo y en los casos en los que la relación no es entera, es decir, en los casos donde 
es más difícil identificar e iterar la unidad, apliquen métodos aditivos. Así, este hecho indica que no ha sido 
construida la idea de razón como un vínculo entre dos magnitudes que debe iterarse según su covariación. Por 
tanto, habría que modificar el currículum, pues este no ayuda a la construcción de la idea de razón en los 
estudiantes. 
 Otra consecuencia, es que debido a la incapacidad de discriminar situaciones en la que se tiene que aplicar un 
método aditivo o multiplicativo, es necesario introducir en el currículum problemas en los que los estudiantes 
tengan la posibilidad de clasificarlos, sin necesidad de resolverlo, en aditivos o multiplicativos. 
 Otra implicación en el currículum debería ser presentar la razón como un índice comparativo y, aunque al 
principio se introduzca la razón mediante relaciones de doble, triple, mitad y tercio, éstas deben ser 
complementadas con relaciones de tipo 2 a 5 o 4 a 7, pues las primeras relaciones pueden llevar a confusión y 
pensar que la razón siempre es un entero.  
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 La tendencia a aplicar métodos aditivos disminuye con la edad, mientras que la tendencia a aplicar métodos 
multiplicativos aumenta con el paso de los cursos. Esto puede deberse a que el currículum hace más hincapié en 
los ejercicios que usan esta última estructura en vez de en ejercicios con estructuras aditivas. 
 Por último, estos estudios deberían ser considerados en la formación de profesores  para que puedan conocer las 
debilidades de los estudiantes y saber donde es necesario aplicar un mayor refuerzo. 
 
ANEXO I: Exámenes de alumnos según el perfil al que pertenezcan 
 
Foto de un examen de un alumno del perfil proporcional. 
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Foto de un examen de un alumno del perfil aditivo. 
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Foto de un examen de un alumno del perfil correcto. 
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Foto de un examen de un alumno del tipo que depende del tipo de proporcición. 
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